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С помощью последовательной схемы метода усреднения получено общее выражение для 

пондеромоторной силы, с которой мощная квазимонохроматическая волна действует на 
релятивистскую заряженную частицу во внешнем сильном магнитном поле вне области 
резонансного взаимодействия. Поле волны рассмотрено в приближении геометрической 
оптики. Отмечена существенная зависимость пондеромоторной силы не только от про-
странственно-временного изменения амплитуд волны, но и от ее поляризации и соотно-
шения между скоростью частицы и фазовой скоростью волны. В качестве конкретного 
примера вычислена пондеромоторная сила давления поперечной квазимонохроматической 
волны эллиптической поляризации, распространяющейся вдоль внешнего магнитного поля.  

 
Пондеромоторные силы давления высокочастотного 

электромагнитного поля приводят к многочисленным 
эффектам при нелинейном взаимодействии волн с час-
тицами плазмы [1—5]. При вычислении выражения для 
пондеромоторной силы используются различные под-
ходы — одночастичный, гидродинамический и кинети-
ческий. Обзор этих подходов содержится в работе [3]. 
В поле современных источников электромагнитного 
излучения амплитуда осцилляторной скорости частицы 
может достигать скорости света. Поэтому остро встал 
вопрос о релятивистской пондеромоторной силе. В ра-
боте [6] рассчитана пондеромоторная сила, действую-
щая на релятивистский электрон в поле электромагнит-
ной волны в прямоугольном волноводе. Данная статья 
посвящена общему выводу выражения для релятивист-
ской пондеромоторной силы в рамках одночастичной 
модели на основе последовательной схемы усреднения 
Боголюбова [7,  8].  

В работе [9] по этой схеме получено общее выраже-
ние для релятивистской пондеромоторной силы при 
отсутствии внешнего магнитного поля. Вычисление 
релятивистской пондеромоторной силы, действующей 
на заряженную частицу в сильном магнитном поле, 
является целью данной работы. Предполагается, что 
малый  

параметр, равный отношению амплитуды осциллятор-
ной скорости частицы в поле волны к скорости света, 
сравним с малым параметром геометрической оптики 
для волны. Малость параметра разложения в случае 
мощного излучения обеспечивается достаточно боль-
шим значением релятивистского фактора, связанным со 
скоростью плавного (усредненного) движения частицы. 
Подробно рассмотрена пондеромоторная сила в случае 
поперечной квазимонохроматической волны эллипти-
ческой поляризации, распространяющейся вдоль внеш-
него постоянного магнитного поля. В частном случае 
полученное выражение переходит в известную форму-
лу для силы Миллера. 

 
 

Исходные уравнения 
 
Релятивистское движение заряженной частицы опи-

сывается уравнениями (в стандартных обозначениях) 
[7, 8]: 

 

1( [ ]),f
dp e E c vB−= +
r r rr

dt
 

                           (1)
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/ ,dr v p m
dt

= = γ
r

r r
 

 
где  m — масса частицы;  

        21 ( / )p mcγ = +
r

 — релятивистский фактор;    

        — магнитное поле;  00 fB B B= +
r r r

     — магнитное поле волны;  fB
r

    — внешнее магнитное поле, которое будем считать 
постоянным.  

00B
r

В Декартовой системе координат, определяемой 
единичными ортами , , 

, примем направление  за ось z, т. е. 

.  

1 (0, 0, 1)е =
r

2 (1, 0, 0)е =
r

3 (0, 1, 0)е =
r

00B
r

00 00 1B B е=
r r

Зададим высокочастотное (ВЧ) электромагнитное 
поле в виде квазимонохроматической волны произ-
вольной поляризации 

 

( , ) exp( ) к .c.;fE E r t i= θ +
r r r  

 

( , ) exp( ) к .c.,fB B r t i= θ +
r r r

 
 

где ,  — медленно меняющиеся ком-
плексные амплитуды;  

( , )E r t
r r

( , )B r t
r r

  — быстрая фаза (эйконал);  ( , )r tθ
r

    к.с. — комплексное сопряжение.  
Локальный волновой вектор и частота волны опре-

деляются с помощью формул [10] 
 

( , ) ;k r t = ∇θ
r r

    ( , ) .r t
t

∂θ
ω = −

∂
v                       

 

Если /L Е Е≈ ∇
r r

 — характерный пространствен-

ный, а / /T Е Е t≈ ∂ ∂
r r

 — временной масштабы из-

менения амплитуд поля волны, то в приближении гео-
метрической оптики можно ввести малый параметр [10] 

 

1/ 1/ 1.g k L Tμ = ≈ ω <<
r

 
 

Предполагается возможность разложения амплитуд 
поля (2) по этому малому параметру 

 

0 1( , ) ,gE r t E E= + μ +
r r rr

L   0 1( , ) ,gB r t B B= + μ +
r r rr

L  
 

тогда из максвелловского уравнения индукции после-
довательными приближениями можно получить выра-
жения для амплитуд магнитного поля 

 

0 0[ ]cB kE=
ω

r r r
;  

   
0

1 0 1rot [ ] ,c BB E i kE
i c t

⎛ ∂
= + +⎜⎜ ⎟ω ∂⎝ ⎠

1 ⎞
⎟

r
r r r r

 …...         (3) 

 

С учетом разложений амплитуд ВЧ-поля правая 
часть уравнений движения (1) представляет собой раз-
ложение по параметру геометрической оптики. Наряду 

с этим при рассмотрении релятивистского движения 
заряженной частицы в ВЧ-поле возникает параметр 

/e E m cμ = ω γ
r

.  

В нерелятивистском приближении этот параметр мал в 
случае достаточно малой интенсивности поля. При ре-
лятивистском движении частицы параметр μ может 
быть малым и в достаточно мощном поле излучения. 
При этом чем более релятивистским является движение 
частицы, тем более мощным может быть ВЧ-поле. Да-
лее будем считать, что указанные малые параметры 
имеют одинаковый порядок: μg ≈ μ.  

В магнитном поле частица совершает циклотронное 
вращение, поэтому помимо указанных параметров не-
обходимо учитывать отношение гирорадиуса частицы 
rc к масштабу неоднородности поля: /c cr Lμ = . В 
случае достаточно сильного магнитного поля этот па-
раметр является малым и будем также считать его по-
рядка μ. Для выделения циклотронного вращения час-
тицы в магнитном поле следует перейти в 
цилиндрическую систему в пространстве импульсов 
(скоростей) частицы [7, 8] 

(2)  

1 2 3|| ( cos sin ),cp p e p e e⊥ c= + θ + θ
r r r r

         (4) 
 

где   θc — фаза циклотронного вращения час- 
тицы; 

      р|| ≡ рz — проекция  импульса  на  направление магнит-
ного поля;  

          р  — величина поперечной составляющей импульса;  ⊥

1 2 3, ,е е е
r r r

,

 — введенные  ранее единичные орты Декар-
товой системы координат.  

Формулу (4) удобно использовать в комплексной 
форме 

 

1|| ( / 2){ exp( ) exp( )}c cp p e p e i e i⊥ − += + θ + − θ
r r r r

 
 

где е е2 3ie±
r

= ±
r r

.  
Вектор скорости частицы  также представляется в 

виде (4), поскольку 
v
r

/v p m= γ
r r

. Уравнения для пере-
менных р||, р⊥, θc следуют из общей системы (1) с по-
мощью проектирования на соответствующие оси [8, 
11]. Полученные уравнения содержат быстрые фазы θ и 
θc. Эти фазы рассматриваются как независимые пере-
менные, при этом фаза волны θ, которую "видит" час-
тица, удовлетворяет уравнению 

 

|| ||
1 ( ) { exp(

2 c
pd k v k e i

dt m
⊥

−
θ )= −ω + + θ +

μ γ

r r
 

exp( )}.ce i++ − θ
r                        (5) 

 
Здесь явно введен малый параметр, показывающий, 

что фаза θ является быстрой переменной, а частота 
волны (с доплеровским сдви- 
гом) — "большой". Введено также обозначение 

1|| zk ke k= =
rr

.  
Предполагается, что гирорадиус частицы мал по 

сравнению с поперечной длиной волны: 1<<⊥krc , 
так что k⊥<< k||. Другими словами, рассматривается рас-
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пространение волн под небольшим углом к магнитному 
полю. Уравнения для переменных , рr

r
||, р⊥, θc, θ имеют 

стандартный вид так называемой двухпериодной сис-
темы [7, 8] 

 

( , , ; );dx a t x
dt

= Θ μ  
 

1 ( , , ) ( , , ; ).d t x A t x
dt
Θ

= ν μ + Θ μ
μ

 

Здесь введены обозначения:  
х = ( r , р

r
||, р⊥) —пятимерный "вектор" медленных 

переменных; 
Θ = (θ, θc) – двухмерный "вектор" быстрых пере-

менных (фаз); 
||( , , ; ) ( , , )a t x v a a⊥Θ μ =

r
 — правые части уравне-

ний для соответствующих пяти переменных х;  
1( , , ) ( , )ct xν μ = ν ω  — двухмерный "вектор" час-

тот, соответствующих фазам θ и θc, при этом величина 
 — частота волны (с доплеровским сдви-

гом);  
1 || ||vkν = ω −

00 /с eB mcω = − γ  — релятивистская циклотронная 
частота; 

двухмерный "вектор"  — 
составляющие правых частей уравнений эволюции бы-
стрых фаз θ, θ

1( , , ; ) ( , )сA t x А АΘ μ =

c. В явном виде фаза волны θ описывает-
ся уравнением (5).  

Эволюция радиуса-вектора  описывается вторым 
уравнением системы (1) (с учетом (4)). Выражения для 

,  не выписываются из-за их громоздкости [8, 
11].  

r
r

||,a a⊥ сА

В системе (6) разделены "медленные" переменные 

||, , , ( , ), ( , )r p р E r t B r t⊥
r rr r r

 и "быстрые" фазы θ и θc, что 
необходимо для последовательного применения метода 
усреднения Боголюбова [7, 8]. Рассмотрим движение 
частицы вне области резонансного взаимодействия, т. е. 
будем считать, что при взаимодействии частицы с вол-
ной условия для черенковского и циклотронного резо-
нансов отсутствуют.  

 
 

Процедура усреднения 
 
Согласно методу усреднения Боголюбова [7, 8] от "ис-

тинных" переменных , рr
r

||, р⊥, θc, θ необходимо перей-
ти к соответствующим "сглаженным" переменным 

 с помощью разложений по малому 
параметру: 

||, , , , cR P P⊥ ψ ψ
r

 

1 ||
2
2 ||

( , , , , , )

( , , , , , ) ;

r c

r c

r R g t R P P

g t R P P

⊥

⊥

= + μ ψ ψ +

+μ ψ ψ + ⋅ ⋅ ⋅

r rr r

rr  

 

|| || 1|| ||
2
2 || ||

( , , , , , )

( , , , , , ) ;

c

p c

p P g t R P P

g t R P P

⊥

⊥

= + μ ψ ψ +

+μ ψ ψ + ⋅ ⋅ ⋅

r

r        (7) 

 

1 ||
2
2 ||

( , , , , , )

( , , , , , ) ;

c

p c

p P g t R P P

g t R P P

⊥ ⊥ ⊥ ⊥

⊥ ⊥

= + μ ψ ψ +

+μ ψ ψ + ⋅ ⋅ ⋅

r

r  

 

1 ||
2
2 ||

( , , , , , )

( , , , , , ) ;

c

c

q t R P P

q t R P P

⊥

⊥

θ = ψ + μ ψ ψ +

+ μ ψ ψ + ⋅ ⋅ ⋅

r

r  
(6)

1 ||
2
2 ||

( , , , , , )

( , , , , , ) .

c c c c

c c

q t R P P

q t R P P

⊥

⊥

θ = ψ + μ ψ ψ +

+μ ψ ψ + ⋅ ⋅ ⋅

r

r  

 

Здесь функции ,i jg q κl  — периодические добавки к 
сглаженным переменным, при этом последние должны 
удовлетворять следующим  уравнениям: 

 

||
0 1|| ||

2
2 ||

( , , , ) ( , , , )

( , , , ) ;

r r

r

dR
t R P P t R P P

dt
t R P P

⊥ ⊥

⊥

= ϕ + μϕ +

+μ ϕ +

r
r rr

rr
L

 

||
0|| || 1|| ||

2
2|| ||

( , , , ) ( , , , )

( , , , ) ;

dP
t R P P t R P P

dt
t R P P

⊥ ⊥

⊥

= ϕ + μϕ

+μ ϕ +

r r

rr
L

+
 

0 1|| ||

2
2 ||

( , , , ) ( , , , )

( , , , ) ;

dP
t R P P t R P P

dt
t R P P

⊥
⊥ ⊥ ⊥ ⊥

⊥ ⊥

= ϕ + μϕ

+μ ϕ +

r r

r
L

+
 
(8)

0|| || ||

1 ||

1 ( ) ( , , ,

( , , , ) ;

d K V C t R P Р
dt

C t R P Р

⊥

⊥

ψ )= −Ω + + +
μ

+μ +

r

r
L

 

( ) 0 ||

1 ||

1 Г ( , , , )

( , , , ) ,

с
c с

с

d
C t R P Р

dt

C t R P Р

⊥

⊥

ψ
= ω +
μ

+μ +

r

r
L

+
 

 

где  ( , )t RΩ ≡ ω
r

, ( , )K k t R≡
r r r

 — сглаженные частота и 
волновой вектор рассматриваемой волны, со-
ответственно; 

       V P /
r

m= Γ
r

 — скорость сглаженного движения 
частицы;  

       2 2 2
||1 ( / ) 1 ( ) / ( )Р mc Р Р mc⊥Γ = + = + + 2r

— 

релятивистский фактор сглаженного движе-
ния;  

( ) 00 Гc Г eB mcω = −  — сглаженная циклотронная 
частота.  

Согласно методу усреднения [7, 8] необходимо ис-
пользовать замену переменных (7) в системе уравнений 
(6), с помощью полученных разложений вычислить 
периодические добавки  к сглаженным перемен-
ным, а затем найти правые части уравнений (8) для этих 
переменных в соответствующем приближении. Эти пра-
вые части, т. е. функции 

,ig q j

,ϕl   описывают эволюцию 

переменных 

,пС

||, , , , .cR P P⊥ ψ ψ
r

 Например, функция 
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0rϕ
r

, представляющая собой усредненную скорость 
частицы нулевого приближения, описывает эволюцию 
сглаженного радиуса-вектора частицы  в этом при-
ближении, и т. д.  

R
r

Наша задача состоит в вычислении пондеромотор-
ной силы, действующей в направлении магнитного по-
ля. Эта сила описывается правой частью уравнения 
эволюции для усредненного продольного импульса  
в соответствующем приближении, т. е. выражениями 

. 

||P

0|| 1|| 2||, , ,ϕ ϕ ϕ …

Вычисления по указанной схеме являются довольно 
громоздкими. Ниже рассматривается случай попереч-
ной квазимонохроматической ВЧ-волны эллиптической 
поляризации, распространяющейся вдоль постоянного 
магнитного поля: , 0k⊥ = 0

|| 0E = , . Предпола-

гается, что частота и волновой вектор волны не зависят 
от пространственно-временных переменных:  
Ω = const; . 

0
|| 0B =

|| constK =

Операция сглаживания точной системы уравнений 
(6) по быстрым фазам в нулевом приближении приво-
дит к выражениям:  

; . Отсюда следует, что в 
нулевом приближении ВЧ-поле не влияет на усреднен-
ное движение частицы, которое определяется лишь 
сглаженной скоростью в направлении магнитного поля. 

00|| ⊥ϕ = ϕ =

0 0 0cC C= = = 0 1 ||r eVϕ =
rr

 
 

Уравнения усредненного движения  
частицы в первом приближении 

 
По схеме усреднения находим периодические по-

правки первого порядка к сглаженным переменным в 
замене (7). Поправка к радиусу-вектору описывает цик-
лотронное вращение частицы 

 

{ }1 exp к .с.
2r c
c

e V
g i i− ⊥= − ψ +

ω

r
r

            (9) 

 
Следующие формулы определяют периодические 

добавки к сглаженному продольному импульсу, попе-
речному импульсу и релятивистскому фактору, соот-
ветственно: 

 

( ) { } ( )
0

1||
0 0

exp
2 2c c

eV eV
g B i

c c
⊥ ⊥

− += ψ −
ω + ω ω − ω

×  

{ }0 exp к .с.;B i+ −× ψ +                    (10) 
 

( ) { }||0 0
1

0
exp

2 c

Veg i E i B i
c⊥ − −

⎛ ⎞
= − − +ψ −⎜ ⎟⎜ ⎟ω + ω ⎝ ⎠

 

( ) { }||0 0

0
exp к .с.;

2 c

Vei E i B i
c+ + −

⎛ ⎞
− + ψ⎜ ⎟⎜ ⎟ω − ω ⎝ ⎠

+  (11) 

 

( )
{ }0

1 2
0

exp
2 c

eV
g i E i

mc
⊥

γ − += − ψ
ω + ω

−  

( )
{ }0

2
0

exp к .с.
2 c

eV
i E i
mc

⊥
+ −− ψ

ω − ω
+      (12) 

Очень важными являются также периодические до-
бавки к сглаженным фазам в системе (7): 

 

( )
{ }|| || 0 0

1 2
0

exp
2 Г c

eV K V
q E iB

cmc

⊥
− − +

⎛ ⎞
i= − ψ⎜ ⎟⎜ ⎟ω + ω ⎝ ⎠

+  

( )
{ }|| || 0 0

2
0

exp к .с.;
2 Г c

eV K V
E iB i

cmc

⊥
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В формулах (13) и (14) и в дальнейшем используют-

ся обозначения:  = 

= 
0 || ||K Vω = −Ω +

||(1 / )phV V−Ω − , где  — фазовая ско-

рость волны; 
||/phV = Ω K

)(F F e Fe± ±≡ ⋅ ≡ ±
r rr r

, где  — любой 
вектор; 

F
r

с±ψ ≡ ψ ± ψ  — комбинационные фазы.  
Отметим, что в области черенковского резонанса 

( || phV V≈ ) частота ω0 ≈ 0; в области циклотронного 
резонанса (с доплеровским сдвигом для частицы с за-
рядом е > 0) комбинация частот .  0 0сω − ω ≈

Продолжая вычисления с использованием формул 
(9)—(14), находим правые части первого приближения 
в усредненных уравнениях (8). Оказалось, что 1 0;rϕ =

r
 

11|| 0⊥ϕ = ϕ = . Отсюда видно, что и в первом прибли-
жении усредненное воздействие ВЧ-волны на движение 
частицы отсутствует. Вместе с тем в уравнениях систе-
мы (8), описывающих эволюцию сглаженных быстрых 
фаз, функции С1, С1с оказываются отличными от нуля 

 

( )

2
2 2

|| 0
1 12 2 00

;
2 Г

с

с

eV K
С I

mc

⊥
⎛ ⎞

ω + ω⎜ ⎟= − ⎜ ⎟ ωω − ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

     (15) 

 

( ) ( )
( )

2 2 2 2 2 2
0||

1 122 2 2 2 2 2
0

.
4 Г

с с
c

с

e K c
С I

m c

ω − Ω ω + ω
=

Ω ω − ω
     (16) 

 
Эти функции, имеющие размерность частоты, опи-

сывают нелинейный сдвиг частот (соответственно, час-
тоты волны и циклотронной частоты), вызванный ВЧ-
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волной конечной амплитуды. Здесь и в дальнейшем 
используется обозначение 

2 2 2 20 0 0 00
1 2 2

0

2
.c

c
I E E E E− + − +

ω ω ⎛ ⎞
= + − −⎜

ω + ω ⎝ ⎠
⎟  

 

Если вместо комплексных амплитуд ВЧ-поля ввести 
действительные амплитуды и фазы { }2 2 2expE i= ε α  

и , то можно показать, что  {3 3 3expE = ε α }i
 

2 2 2 2 20 0
2 32 2( )E E Е Е Е− + ⊥+ = ≡ + ≡ Π ;+  

( )
2 20 0

2 3 2 34 sinE E− +− = − ε ε α − α ≡ Π .−  
 

В случае линейно поляризованной волны величина 
П_ = 0.  

Из формул (15), (16) видно, что в рассматриваемом 
первом приближении сдвиг частот является релятиви-
стским эффектом, который при большой энергии сгла-
женного движения частицы (Г >> 1) проявляется слабо. 
Этот эффект возрастает при приближении к области 
циклотронного резонанса, а для частоты волны — и 
при приближении к области черенковского резонанса. 
Знак сдвига циклотронной частоты зависит от того, 
является ли волна ускоренной или замедленной. В слу-
чае вакуумной волны ( phV с= ) нелинейного сдвига 
циклотронной частоты в первом приближении нет. Не-
линейный сдвиг частоты волны существенно зависит от 
отношения (V⊥/Гс)2, имеющего малое значение при 
больших значениях энергии частицы.  

 
 

Усредненное движение частицы  
во втором приближении 

 
Периодические добавки второго приближения 

2 2,j ig q  описываются очень громоздкими формулами, 
которые здесь не приводятся.  
По общей схеме усреднения вычисляются величины 

 Отметим, что при нахождении этих величин воз-
никают члены, содержащие амплитуды ВЧ-поля перво-
го приближения  и  при этом для поля 

2 .iϕ

1Е
r 1,В

r 1В
r

 необ-
ходимо использовать формулу (3). Довольно 
громоздкие вычисления показывают, что члены, содер-
жащие  в окончательный результат не входят.  1,Е

В рассматриваемых условиях внешнего постоянного 
магнитного поля при отсутствии квазистационарного 
электрического поля Е00 дрейфового движения частицы 
нет. Однако во втором приближении в поле распро-
страняющейся квазимонохроматической волны возни-
кает специфическая дрейфовая скорость, имеющая ре-
лятивистское происхождение 
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Эта скорость, направленная противоположно внеш-
нему магнитному полю, для релятивистского движения 
частицы имеет небольшую величину, но существенно 

возрастает при приближении к циклотронному резо-
нансу (с доплеровским сдвигом).  

Эволюция поперечного импульса частицы опреде-
ляется третьим уравнением системы (8), в котором  
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Здесь введен оператор  а также обозна-
чения 

1 1( )е∇ ≡ ∇
r

,

 

( )
( )2 23 0|| || || ||0

3 2 22 2
0

;
2 Г

c

e V V K c K V
F

mc

⊥ ω − Ωω
=

Ωω − ω
  

( )
( )

2 2 2 22
0 0||

2 22 2 2
0

; ;
4 Г 4 Г

c

c

ee VV
J L

mc m V

⊥

⊥

ω ω + ω
= =

Ω ω − ω
 

( )
( )

2 2 2 2 2
0 0|| ||

2 22 2
0

;
4 Г4 Г

c

c

e V e V K
H

mm V
⊥

⊥

⎡ ⎤ω + ω ω
⎢ ⎥= −
⎢ ⎥ΩΩω − ω ⎣ ⎦

  

( )
( ) ( )

2 4 2 2 30|| || || 0
3 32 2 2 2 2 2 2

0 0

;
2 Г 2 Г

c

c c

e V K V c K e V
K

mc mc

⊥ ⊥
ω Ω − ω ω

= − +
Ω ω − ω ω − ω

 

3

3 3
0 00

1 3 3 ;с с cI + −
⎛ ⎞⎛ ⎞ω ω ω
⎜ ⎟= + Π + + Π⎜ ⎟ ⎜ ⎟ω ωω⎝ ⎠ ⎝ ⎠

    

2
0 0

4 2 2 2 2
0 0

2 4
1 ;c c

c c
I + −

⎛ ⎞⎛ ⎞ω ω ω ω⎜ ⎟⎜ ⎟= + Π −⎜ ⎟⎜ ⎟ω + ω ω + ω⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

Π  

2
0

.cI + −
ω

= Π − Π
ω

 

 
Релятивистская пондеромоторная сила  

в сильном магнитном поле 
 

Усредненная сила ВЧ-волны, действующая на частицу в 
направлении распространения волны (вдоль магнитного 
поля), описывается выражением 
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ϕ = −∇ +
∂

                (17) 
 

где "потенциальная энергия" (обобщение "потенциала 
Миллера") 2 1 3- ( ),U AI BI CI≡ + +  дополнительный 

"высокочастотный импульс"  1
||

,CG DI I
V

≡ + 3  при 

этом: 
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Выпишем в явном виде выражение для обобщенно-

го квазипотенциала Миллера 
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а также для "высокочастотного импульса" 
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Полученные формулы показывают, что в общем ус-
редненная сила определяется пространственно-
временными производными мощности ВЧ-волны, при 
этом существенный вклад вносят релятивистские эф-
фекты, которые ослабляют усредненное воздействие 
волны и уменьшают циклотронную частоту. Усреднен-
ное воздействие волны на частицу зависит не только от 
соотношения между частотой волны и гирочастотой, но 
и от соотношения между скоростью продольного дви-
жения частицы и определенной комбинацией фазовой 
скорости волны. Важную роль играет также поляриза-
ция волны. Выражение для усредненной силы (17) яв-
ляется очень сложным. Будем считать дальше, что ре-
лятивистским является лишь продольное движение 
частицы (в направлении магнитного поля), так что 
можно пренебречь членами, содержащими . В 
этом случае выражение для потенциальной энергии (18) 
несколько упрощается 
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В частном случае квазистационарного электромаг-

нитного поля (К|| = 0 или при бесконечно большой фа-
зовой скорости волны) имеем [8] 
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При отсутствии внешнего магнитного поля в нере-

лятивистском приближении формула (20) переходит в 
известное выражение для потенциала Миллера [1]. 
Видно, что ВЧ-потенциал определяется не только соот-
ношением между гирочастотой и частотой волны, но и 
поляризацией волны. 

Рассмотрим случай поперечной квазимонохромати-
ческой волны, фазовая скорость которой равна скоро-
сти света: ||/ .phV K c= Ω =  Будем считать, что частота 
волны равна классической циклотронной частоте 

00 / .сcl eB mcΩ = ω ≡ −  Тогда из формулы (19) следует 
выражение для обобщенного потенциала Миллера, ко-
торый оказывается зависящим не только от мощности 
волны, но и от скорости частицы 

 
2

2
||
{ (1 / 2 ) }.

2
e сU

m V
+ −= Π − Γ Π

ΓΩ
 

 
В рассматриваемом случае знак квазипотенциала 

Миллера зависит от направления скорости движения 
частицы относительно внешнего магнитного поля, при 
этом вклад второго члена, определяемого поляризацией 
волны, слабее первого. Это значит, что в зависимости 
от направления движения частицы она может либо втя-
гиваться в область сильного поля волны, либо выталки-
ваться из нее, при этом чем медленнее движется части-
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ца (оставаясь релятивистской), тем сильнее этот эффект 
проявляется.  

 
 

Заключение 
 

Получены усредненные уравнения движения реля-
тивистской заряженной частицы в поле достаточно 
мощной поперечной квазимонохроматической волны, 
распространяющейся вдоль внешнего постоянного маг-
нитного поля вне области резонансного взаимодействия 
волны с частицей. Показано, что уже в первом прибли-
жении возникает эффект нелинейного сдвига частот 
(частоты волны и гирочастоты), имеющий чисто реля-
тивистское происхождение и вызванный ВЧ-полем. 
Установлено существование специфической релятиви-
стской дрейфовой скорости в поле достаточно мощной 
волны. 

Получено общее выражение для релятивистской 
пондеромоторной силы, действующей в направлении 
распространения волны, содержащее "потенциальную" 
и зависящую от времени части. Показано, что "времен-
ная" часть связана с усредненным импульсом, переда-
ваемым частице волной. 

Получено также выражение для обобщенного реля-
тивистского квазипотенциала Миллера, которое зави-
сит от интенсивности волны, от соотношения между 
гирочастотой и частотой волны (с доплеровским сдви-
гом), между фазовой скоростью волны и скоростью 
частицы в направлении распространения волны, а так-
же от ее поляризации.  

Показано, что в соответствующих условиях полу-
ченное выражение для квазипотенциала переходит в 
известную формулу Миллера. 

Рассмотрено выражение для квазипотенциала в ча-
стных случаях. В случае циклотронной волны, распро-
страняющейся со скоростью света, возможно как втя-
гивание частицы в область сильного поля волны, так и 
выталкивание из нее в зависимости от направления 
движения частицы вдоль магнитного поля. 
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The general expression for the averaged force, acting on the relativistic particle in the field of the 
strong transverse quasimonochromatic wave, is obtained with the help of successive procedure of 
the averaging method. Geometrical optics approximation for the wave is accepted. Essential depend-
ence of the averaged force on the wave polarization as well as on the relation between the particle 
velocity and the phase velocity of the wave is noted.  
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