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Введение
Особенности теплового излучения проводника 

с током определяются, помимо свойств внешне-
го воздействия, характером протекающего в нем 
тока. Ввиду наличия флуктуирующей его состав-
ляющей (имеющей вид теплового белого шума, 
а также дробового шума, преобладающего при 
малых токах, или фликкер-шума, проявляющего-
ся вследствие изменений коэффициента проводи-
мости среды), возникают флуктуации интенсив-
ности теплового излучения проводника.

В работе [1] показано, что тепловое излучение 
частицы, подверженной флуктуирующему внеш-
нему тепловому воздействию со стороны других 
тел и окружающей среды, обладает наследствен-
ными свойствами и описывается стохастически-
ми интегральными уравнениями. Очевидно, ана-
логичный вывод можно сделать и относительно 
поставленной в настоящей работе задачи. Полу-
чение законов теплового излучения проводника 
с флуктуирующим током потребует взамен хоро-
шо разработанной теории стохастических диф-
ференциальных систем [2] применения методов 
описания немарковских процессов, задаваемых 
интегральными операторами [3]. Заметим, кро-
ме того, что более полное описание броунов-
ского движения сферической частицы в вязкой 
среде [4], диффузии [5], теплопроводности [6] 

и других кинетических процессов также приво-
дит к немарковскому характеру флуктуаций опи-
сывающих соответствующие задачи физических 
величин.

Целью данной работы является анализ процес-
са теплового излучения цилиндрического тела, 
по которому протекает электрический ток, имею-
щий флуктуирующую составляющую (в виде бе-
лого или дробового шумов).

Постановка задачи
Рассмотрим прямой цилиндрический прово-

дник радиуса r, находящийся в безграничном пу-
стом пространстве. Пусть в начальный момент 
времени (t = 0) температура проводника равна 
нулю, ток в нем отсутствует.

Найдем выражение для интенсивности тепло-
вого излучения проводника J(t), в котором при 
t > 0 течет ток силой I(t). Для этого рассмотрим, 
прежде всего, случай, когда в проводнике долгое 
время тек постоянный ток I0 и в момент времени 
t = t0 был выключен. Определим, как изменяется 
интенсивность излучения проводника при t > t0.

Будем считать проводник абсолютно черным 
телом. Тогда для указанного случая справедливо 
равенство:
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где C0 — теплоемкость единицы длины проводни-
ка, T(t) — его температура,  — постоянная Сте-
фана — Больцмана. Из соотношения (1) следует, 
что проводник при t > t0 будет остывать по закону
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где введено обозначение
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а T0 — температура, которой достиг проводник 
в момент времени t0, определяемая из условия 
полного перехода выделяемого джоулева тепла 
в излучение:
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Здесь R0 — сопротивление единицы длины 
проводника при температуре T0. В дальнейшем, 
ввиду малости флуктуаций тока по сравнению 
с величиной I0 и, следовательно, малости соответ-
ствующих флуктуаций температуры проводника 
по сравнению с T0, сопротивление R0 будем счи-
тать не зависящим от времени.

Интенсивность теплового излучения J(t) при  
t > t0, как следует из формул (2) и (4), равна
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Найденное выражение (5), справедливое для 
случая остывающего проводника после выклю-
чения длительного постоянного тока I0, позволяет 
найти соотношение для интенсивности dJ(t) излу-
чения в том случае, если нагрев проводника (с ли-
нейным сопротивлением R0) был вызван действи-
ем кратковременного тока I0 на малом интервале 
времени (; d). Очевидно, для таких условий 
имеет место равенство:
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Окончательно, интенсивность теплового излу-
чения проводника, по которому течет произволь-
ный ток I(t), начиная с момента времени t = 0, 
определяется интегралом, получаемым из уравне-
ния (6):
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Из полученного уравнения видно, что при на-
личии флуктуаций тока I(t) соответствующие 
флуктуации интенсивности J(t) теплового из-
лучения проводника описываются нелинейным 
интегральным уравнением, не сводимым к конеч-
ной системе дифференциальных уравнений. Этот 
факт свидетельствует о немарковском характере 
случайных изменений интенсивности [7].

Будем далее считать, что ток I(t) в проводнике 
представляется суммой двух слагаемых, а имен-
но, постоянного тока I0 и флуктуирующей состав-
ляющей I(t), причем I0 >> |I(t)|, что, как правило, 
всегда имеет место. Итак,

    0  I t I I t . (8)

Подставляя выражение (8) в соотношение (7), 
получим
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где детерминированная часть интенсивности те-
плового излучения проводника
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стремится с течением времени к постоянной ве-
личине, определяемой условием (4), а случайная 
составляющая
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обусловленная флуктуациями тока, состоит 
из двух слагаемых. Первое из них
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вносит, очевидно, решающий вклад в дисперсию 
флуктуаций, в то время как второе
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ответственно за среднее значение флуктуаций при 
больших t.

Характер флуктуаций тока I(t) определяется 
конкретными условиями задачи. Мы будем рас-
сматривать случаи, когда ток испытывает тепло-
вые флуктуации или изменения, соответствую-
щие дробовому шуму.

Случай тепловых флуктуаций тока
Тепловые токовые шумы имеют место в прово-

дниках и полупроводниках и обусловлены тепло-
вым движением свободных электронов. Средний 
квадрат установившегося флуктуационного те-
плового тока I2 определяется известной форму-
лой Найквиста [8]
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где kB — постоянная Больцмана, l — длина прово-
дника, f — ширина спектра тепловых колебаний. 
Спектр мощности GI() токовых флуктуаций 
в рассматриваемом случае не зависит от частоты 
(белый шум) и равен
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Частотная ширина спектра f в реальных усло-
виях ограничена некоторой максимальной часто-
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той fm, которую во многих случаях можно считать 
не зависящей от свойств проводника и определяе-
мой его температурой [8]:

0

2



B

m
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где ħ — постоянная Планка.
Так как тепловые флуктуации тока представ-

ляют собой белый шум, то метод описания не-
марковских процессов, задаваемых линейными 
интегральными преобразованиями, разработан-
ный в [3], позволяет получить все статистические 
характеристики функции I1(t) (выражение (9)). 
В частности, для одномерной характеристической 
функции g1(; t) процесса I1(t) имеем
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Для математического ожидания I1(t) и дис-
персии DJ1

(t) из соотношения (12) получим
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Очевидно, J2(t)J 2
1(t), поэтому
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Среднее значение J(t)флуктуаций интенсив-
ности теплового излучения проводника определя-
ется случайным изменением квадрата тока I2(t) 
и для установившегося процесса (t , как сле-
дует из выражения (10), стремится к постоянной 
величине
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Оценим найденные величины, рассматривая 
в качестве проводника медный цилиндр (удель-
ная электропроводимость 58,1·106 См∙м-1) дли-
ной l = 1 см и радиусом r = 1 мм, по кото  рому 
течет ток I0 = 1 А. В этом случае R0 = 0,55 Ом∙м-1, 
C0 = 0,11 Дж∙К∙м-1, T0 = 350 K. Тогда A = 
= 2,2·10-13 Вт∙м-4, J(t)t    Вт∙м-2, J(t)
J0tt 

–5.
Спектральная плотность GI() мощности 

флуктуаций интенсивности установившегося те-
плового излучения проводника, примерно, равна 

аналогичной функции для мощности флуктуаций 
компоненты J1(t). Для нахождения GI() опреде-
лим, прежде всего, преобразование Лапласа выра-
жения (9). Получим [9]:
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где s — фурье-образ времени t, Ĵ1(s), Î(s) — 
образы функций J1(t) и I(t) соответственно, 
Г(x, y) — дополнительная неполная гамма-функ-
ция, определяемая согласно [10]
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Из выражения (14), с учетом того, что спек-
тральная плотность тепловых флуктуаций тока 
задается выражением (11), следует соотношение 
для плотности GI():
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При больших  спектральная плотность GI() 
стремится к нулю с помощью выражения
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График функции GI(), определяемый с по-

мощью формулы (15), изображен на рис. 1 для 
указанного выше медного проводника при раз-
личных его радиусах.

Одномерная функция f(J; t) плотности вероят-
ности распределения флуктуаций интенсивности 
J(t) может быть найдена путем обратного пре-
образования Фурье одномерной характеристиче-
ской функции g1(; t), определяемой выражением 
(12). Получим
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Рис. 1. График функции GI(), определяемый с помо-
щью формулы (15), при r = 1,00 мкм (кривая 1), r = 1,25 мкм 
(2), r = 1,50 мкм (3)
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На рис. 2 представлены графики функции (16) 
для различных моментов времени t. Видно, что 
с течением времени график плотности вероятно-
сти флуктуаций J(t) «размазывается» по шири-
не, стремясь при t   к стационарной гауссовой 
кривой, соответствующей установившемуся про-
цессу излучения.

Таким образом, случайные изменения интен-
сивности теплового излучения проводника, обу-
словленные тепловыми флуктуациями тока в нем, 
являются в каждый момент времени гауссовыми, 
а после длительного протекания тока (несколько 
-1) статистические характеристики интенсивно-
сти излучения стремятся к своим стационарным 
значениям.

Случай дробовых флуктуаций тока
Флуктуации тока относятся к дробовому шуму 

в том случае, если становятся важны пролеты 
каждого отдельного электрона (дырки), рассма-
триваемые как независимые события. Дробовой 
шум дополняет тепловой, а в некоторых случаях 
становится преобладающим (в частности, при 

низких температурах проводника). Отметим, что 
протекание тока в полупроводниках, содержа-
щих потенциальные барьеры (например, p─n-
переходы), также сопровождается наличием дро-
бового шума [11].

Среднее значение квадрата флуктуаций тока, 
обусловленных дробовым эффектом, определяет-
ся с помощью формулы Шоттки [8]

 2
02  I t eI f ,

где e — модуль заряда электрона, f — как и ра-
нее, ширина спектра колебаний тока, определя-
емая характерным временем пролета электрона 
(дырки) в проводнике. Спектральную плотность 
мощности дробовых флуктуаций тока можно счи-
тать постоянной и равной

  02  IG eI .

Для нахождения статистических характери-
стик теплового излучения проводника учтем, 
что флуктуации тока в рассматриваемом случае 
описываются моделью пуассоновского процесса. 
Пользуясь методом [3], для одномерной характе-
ристической функции g1(; t) процесса J1(t) по-
лучим
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где характеристическая функция h() распре-
деления носителей тока по заряду, очевидно, рав-
на

    exp  h ie . (18)

После подстановки (18) в выражение (17), на-
ходим

Тогда для среднего значения J1(t) получим
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Математическое ожидание флуктуаций уста-
новившегося теплового излучения проводника 
с током определится выражением
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В первом приближении можно считать, что
0 

If
e .

Тогда
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Из выражений (13) и (20) найдем отношение 
средних значений флуктуаций интенсивности те-
плового излучения, обусловленных тепловым 
и дробовым шумом. Учитывая условие (4), получим
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Рис. 2. Графики функции f(J; t), задаваемой выраже-
нием (16), при t = 0,5-1 (кривая 1), t = -1 (2), t =  (3)
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Как и следовало ожидать, вклад дробового 

шума по сравнению с тепловым существенен 
лишь при относительно низких температурах 
проводника. В частности, для рассматриваемого 
выше медного проводника данное отношение
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(температура — в кельвинах).
Дисперсия флуктуаций интенсивности из-

лучения проводника, обусловленных дробовым 
шумом тока, при учете условия J 2

1(t)J2(t), 
определяется соотношением
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Отношение дисперсий установившихся флук-
туаций, связанных с тепловым и дробовым шумом 
соответственно, с учетом выражения (3), равно
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Для рассматриваемого медного проводника
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Как и для среднего значения интенсивности 
теплового излучения, вклад дробового шума тока 
проводника в дисперсию интенсивности суще-
ственен лишь при низких температурах.

Отметим существенную особенность стати-
стических свойств флуктуаций интенсивности 
теплового излучения проводника, обусловленных 
дробовым шумом тока, по сравнению с аналогич-
ными свойствами в случае теплового шума. Как 
видно из выражений для соответствующих харак-
теристических функций (12) и (19), все нечетные 
моменты Jn(t)  равны нулю, если случайные 
изменения интенсивности излучения являются 
следствием тепловых колебаний тока, в то время 
как такие же моменты в случае дробовых шумов 
уже не равны нулю. В частности,
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Кроме того, моменты четвертого и более вы-
сокого четного порядка флуктуаций излучения 
в случае наличия дробового токового шума опре-
деляются уже не только моментом второго поряд-
ка, как это имеет место при тепловом шуме.

Таким образом, учет пуассоновского характе-
ра флуктуаций промежутков времени между про-
хождением по проводнику отдельных электронов, 
создающих ток, приводит к нестационарному не-
гауссову характеру флуктуаций интенсивности 
теплового излучения такого проводника. Момен-
ты третьего и более высокого порядка для флук-
туаций интенсивности излучения претерпевают 
существенные изменения по сравнению с анало-
гичными характеристиками, получаемыми в том 
случае, если ток испытывает изменения, свой-
ственные тепловому шуму. Кроме того, флук-
туации излучения проводника, обусловленные 
дробовыми колебаниями тока, оказываются су-
щественными лишь при относительно низких его 
температурах или малых средних токах.

Заключение
Проведенное описание модели теплового из-

лучения проводника с током показывает, что на-
личие тепловых или дробовых токовых шумов, 
имеющих характер марковских процессов с не-
зависимыми приращениями, приводит уже к не-
марковскому типу флуктуаций интенсивности 
излучения проводника, к ее нестационарности 
и негауссовости. Полученные в работе результаты 
могут служить иллюстрацией того, что случайные 
процессы, происходящие в реальных физических 
объектах, являются в общем случае немарковски-
ми процессами, а использование для их описания 
марковской модели следует рассматривать лишь 
как первое приближение.
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Thermal radiation of the conductor with a fl uctuating current
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The process of thermal radiation of a cylindrical body, in which fl ows an electric current having a 
fl uctuating component (in the form of white or shot noise) is considered. It is shown that random 
changes in radiation intensity are a non-Markov process. Statistical characteristics such intensity 
fl uctuations, including the characteristic functions and spectral densities, are found.
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