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Диффузия ионов в электролите под действием случайного тока 
 

А. Н. Морозов, А. В. Скрипкин 
 

Рассматривается диффузия ионов электролита вблизи электрода при наличии 
флуктуирующего тока через его поверхность. Показано, что плотность ионов вблизи 
электрода испытывает случайные изменения, имеющие характер фликкер-шума. Найдены 
статистические характеристики таких флуктуаций. 
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Введение 
 

Классическая теория кинетических процес-
сов описывает их, как правило, с использованием 
дифференциальных уравнений (например, уравне-
ния диффузии). Потоки переносимых величин при 
этом предполагаются пропорциональными их гра-
диентам [1]. Однако для нестационарных процес-
сов временная зависимость потока в некоторой 
точке пространства может выражаться через ис-
следуемую физическую величину с помощью со-
ответствующего интегрального оператора (это 
справедливо, в частности, для теплового потока 
через плоскую поверхность, температура которой 
меняется произвольно [2]). В том случае, если из-
менения величин содержат случайную состав-
ляющую, указанный интегральный оператор ока-
зывается стохастическим. В большинстве случаев 
он не сводится к конечной системе дифференци-
альных уравнений, и, следовательно, для описания 
рассматриваемых процессов не применима хоро-
шо разработанная теория стохастических диффе-
ренциальных систем [3]. В общем случае, описы-
ваемые явления потребуют использования теории 
немарковских процессов [4]. Немарковский харак-
тер кинетических процессов был исследован при 
описании броуновского движения частицы, учи-
тывающее увлечение ею окружающих частиц сре-
ды [5], теплопроводности [6], диффузии [7] и т. д. 

Настоящая работа посвящена описанию про-
хождения флуктуирующего тока через электролит 
с возможным осаждением вещества на электродах. 
Будет показано, что флуктуации тока приводят к 
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немарковскому характеру изменения объемной 
плотности заряда активного вещества у электро-
дов. Отметим, что экспериментальное исследова-
ние флуктуаций напряжения на электролитиче-
ских ячейках проведено в работе [8].  

 
 

Постановка задачи 
 

Рассмотрим электролит, заключенный в ци-
линдрическом объеме между двумя параллельны-
ми электродами (рис. 1). Объемная плотность за-
ряда активных ионов   зависит, помимо времени, 

от координаты x (здесь 0x   — плоскость одного 
из электродов), т. е.  ,x t   . Плотность эту в 

дальнейшем будем считать относительно малой, 
что позволит пренебречь влиянием электрических 
полей ионов друг на друга. Это условие эквива-
лентно неравенству Dr r , где r — среднее рас-

стояние между ионами, Dr  — дебаевский радиус.  
 

 
 

Рис. 1. Общая схема установки 
 
Даже в отсутствие внешнего напряжения, 

приложенного к электродам, через их поверхность 
будет течь ток, связанный, например, с наличием 
броуновского движения ионов. При этом плот-
ность заряда у электрода будет являться некоторой 
функцией времени:    00, t t   . Обозначим че-

рез  j t  плотность тока, текущего через поверх-

ность электрода. Тогда для нее можно записать 
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где D — коэффициент диффузии ионов. С другой 
стороны, для плотности заряда в объеме электро-
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лита справедливо уравнение диффузии, имеющее 
вид: 
 

   2
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x t x t
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t x
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Принимая, что в начальный момент заряд 
был равномерно распределен в объеме электроли-
та, для начального и граничного условий уравне-
ния (2) получим 

 

 , 0 0,x                               (3) 

 

   0, .t t                            (4) 
 

Решение системы уравнений (2)—(4) имеет 
вид [9]: 
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Определяя из последнего выражения произ-

водную 
 ,x t

x




, а затем проводя интегрирование 

по частям в полученной формуле, находим 
 

 
 2

0

0

( , )

1 1
exp .

4

t

x t

x

dx
d

D t dD t





   

    
       


   (5) 

 

После подстановки соотношения (5) в урав-
нение (1), получим 
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Соотношение (6) может быть обращено [10]. 
В этом случае для искомой функции  0 t  имеем 
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Таким образом, концентрация ионов у по-
верхности электрода описывается интегральным 
оператором (7), не сводимом в общем случае к 
дифференциальным уравнениям, и, следовательно, 
наличие случайных флуктуаций потока заряда  
через поверхность электрода (плотность тока) при-
водит к немарковскому характеру процесса диф-
фузии ионов. Заметим, что уравнения, аналогич-
ные соотношениям (6) и (7), возникают в задачах о 
теплопроводности и диффузии вблизи плоской 
поверхности [2, 11]. 

Статистические характеристики 
 

Будем интересоваться в дальнейшем лишь 
флуктуирующей составляющей тока. Кроме того, 
будем полагать, что он полностью обусловлен 
броуновским движением ионов электролита. В 
этом случае функция  j t  представляет собой бе-

лый шум, интенсивность   которого можно оце-
нить с помощью выражения, следующего из из-
вестной формулы Найквиста [12], 

 

,
kT

V


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где k — постоянная Больцмана, T — температура, 
 и V — проводимость и объем электролита. 

Пользуясь методом описания немарковских 
процессов, задаваемых линейными интегральными 
преобразованиями, разработанном в [13], для од-
номерной характеристической функции  1 ;g t  

процесса  0 t  получим 
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где t — малый параметр, сопоставимый с време-
нем хаотизации среды (t  r/u, u — средняя ско-
рость ионов электролита). 

Для среднего значения  0 t  и дисперсии 

 2
0 t  из соотношения (9) находим 
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Выражение (11) показывает, что дисперсия 
флуктуации плотности заряженных частиц у по-
верхности электрода медленно (логарифмически) 
растет с течением времени, а поэтому в реальных 
экспериментах (проводимых после относительно 
большого промежутка времени с момента их на-

чала) изменение дисперсии  2
0 t  практически 

не наблюдается.  
Для определения спектральной плотности 

 
0

G   мощности установившихся флуктуаций 

процесса  0 t  проведем преобразование Лапласа 

выражения (7). Пользуясь тем, что 

   
0

2
0ˆG i     , а также имея в виду, что спек-
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тральная плотность мощности белого шума равна 
его интенсивности, находим 
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Таким образом, при наличии теплового то-
кового шума объемная плотность заряда у элек-
тродов испытывает флуктуации, спектр мощности 
которых обратно пропорционален частоте. Други-
ми словами, плотность заряда испытывает случай-
ные изменения, свойственные фликкер-шуму  
[14, 15]. Так как флуктуации снимаемого с элек-
тродов напряжения и флуктуации заряда у их по-
верхности имеют аналогичный характер, то ука-
занное напряжение также будет испытывать 
флуктуации типа фликкер-шум. Заметим, что раз-
мах флуктуаций растет с ростом температуры и 
проводимости электролита. 

 
 

Заключение 
 

Рассмотренная модель протекания тока че-
рез электролит показывает, что наличие его тепло-
вых флуктуаций приводит к появлению эредитар-
ных свойств среды и немарковскому характеру 
флуктуаций описывающих задачу величин. Таким 
образом, кинетические явления, связанные с пере-
носом заряда, требуют для более полного описа-
ния применения теории немарковских процессов. 
 
 

Марковская же их теория оказывается в этом слу-
чае лишь первым приближением.  
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