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Представлена эквивалентная электрическая схема сверхпроводников согласно 
двухжидкостной модели для описания переходных процессов при коммутации посто-
янного тока и нестационарных процессов при гармоническом изменении электродви-
жущей силы (ЭДС) источника питания. В схеме введены инерционные индуктивно-
сти для нормальных и сверхпроводящих электронов (Ln, Ls) и эффективное 
сопротивление Rn вследствие возбуждения нормальных электронов под действием 
индуцированного электрического поля. Также показаны существенные недостатки и 
противоречия в эквивалентной электрической схеме сверхпроводников, предложенной 
другими авторами. Введенная в работе эквивалентная электрическая схема позволяет 
описать переходные процессы, а также получить зависимости нормального и сверх-
проводящего токов, электрического поля от времени и мощность тепловыделения в 
сверхпроводнике при возбуждении нормальных электронов в зависимости от часто-
ты и температуры. 
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Введение 
 

Сверхпроводники при температурах  
ниже критической T < Tc обладают нулевым 
удельным сопротивлением [1–3]. При посто-
янном токе электрическое поле в сверхпро- 
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воднике должно быть равно нулю, в против-
ном случае любая величина электрического 
поля приводила бы к бесконечным значениям 
сверхпроводящего тока. При переменном токе 
сопротивление сверхпроводников всегда от-
лично от нуля (даже при нулевом внешнем 
магнитном поле) [4, 5]. Отмеченные особен-
ности можно объяснить, если воспользоваться 
двухжидкостной моделью сверхпроводников, 
согласно которой электроны проводимости в 
сверхпроводящем материале разделяются на два 
типа – сверхпроводящие и нормальные [6–9]. 

Для того, чтобы описать переходные 
процессы в сверхпроводниках при коммута-
ции постоянного тока и нестационарные ха-
рактеристики при переменном ЭДС источника 
питания, необходимо ввести эквивалентную 
электрическую схему сверхпроводников, ко-
торая бы корректным образом описывали не-
стационарные процессы в сверхпроводниках. 
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С помощью эквивалентной схемы также мож-
но будет вычислить среднюю мощность теп-
ловыделения в сверхпроводниках за счет воз-
буждения нормальных электронов под 
действием переменного электрического поля. 
В дальнейшем на основе электрической схемы 
сверхпроводников можно будет построить эк-
вивалентную электрическую схему высоко-
температурной сверхпроводящей (ВТСП) лен-
ты с учетом слоистости ее структуру, которая 
позволит оценить влияние температуры (при 
охлаждении жидкими азотом 77 К или водо-
родом 20 К) и частоты ЭДС источника пита-
ния на распределение плотности тока в раз-
личных слоях ВТСП-ленты. В сверхпровод- 
никах II рода, находящихся в смешанном со-
стоянии [10–13], на вихри Абрикосова дей-
ствует сила Лоренца со стороны транспорт- 
ного тока [4, 5], возбуждающегося только в 
сверхпроводящем слое. Эквивалентная элек-
трическая схема ВТСП-ленты позволит более 
корректно учитывать потери, связанные с 
дрейфом вихревой решетки [14, 15], при пе-
ременном токе. 

 

  Rn 

 Is 

 In2 

 I 

 Ls 

 In1  Ln 

 
 

Рис. 1. Эквивалентная схема сверхпроводников для 
описания нестационарных процессов, используемая 
различными авторами в работах [16, 17] 

 
В некоторых работах, например, [16, 17] 

для описания нестационарных процессов в 
сверхпроводниках предлагается эквивалент-
ная электрическая схема сверхпроводников на 
основе двухжидкостной модели (см. рис. 1). 
Забегая вперед, отметим, что данная схема 
имеет существенные недостатки, которые ста-
вят под сомнение ее состоятельность. Соглас-
но схеме, представленной на рисунке 1, сум-
марный транспортный ток, который заводится 
в электрическую цепь, разделяется на три ветви. 
По одной ветви протекает сверхпроводящий 
ток, по двум другим – нормальный. На схеме 
также введены некоторые параметры nL , sL   

и nR  в соответствующих ветвях. Даже не 

углубляясь в вопрос, через какие микроскопи-
ческие величины эти параметры выражаются, 
легко показать различные противоречия, воз-
никающие в данной схеме, рассматривая лишь 
переходной процесс при выходе на стацио-
нарный режим на постоянном токе. 

Сверхпроводник подключен к источнику 
питания постоянного тока. Очевидно, что 
суммарный транспортный ток, протекающий 
через сверхпроводник, равен сумме всех токов 

1 2( ) ( ) ( ) ( )s n nI t I t I t I t   . Запишем уравнения 

Кирхгофа, т.е. уравнения для падения напря-
жений для различных замкнутых контуров в 
эквивалентной схеме на рисунке 1 (в системе 
СГС): 
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где c  – скорость света, r  – внутреннее сопро-
тивление источника питания, а 0  – напряже-

ние источника питания. Из системы уравне-
ний (1) следует, что  1 /n s n sI L L I   и 

 2
2 /n s n sI L c R I  . Продифференцировав пер-

вое уравнение в системе (1) по времени, под-
ставим полученные производные от различ-
ных компонент нормального тока 1nI  и 2nI . 

После математических преобразований полу-
чим следующее уравнение для сверхпроводя-
щего тока: 

 

    2/ 1 / 1 / 0.s n s s n sL c r R I r L L I    
    

(2) 

 
Проинтегрировав уравнение (2), получим 

    22
0 1 / t

sI t C C e   , где 0C , 1C  – кон-

станты интегрирования, 
 
 

2
2 1 /

1 /
s n

s n

rc L L

L r R


 


. 

Будем рассматривать нулевые начальные 
условия, т. е.      ,1 ,20 0 0 0s n nI I I   .  

Отсюда получим, что 2
1 0C C  , тогда 

   2

0 1 t
sI t C e  . Аналогично получим 

компоненты нормального тока  1nI t 

  2

0 / 1 t
s nC L L e   и    2

2 1/n n n nI t L c R I 
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  22 2
0/ t

s nL c R C e  . При t   компоненты 

токов будут равны   0sI C  , 

 1 0 /n s nI C L L  ,  2 0nI   . В установив-

шемся состоянии справедливо 0 

   1 0 1 /s n s nI I r C r L L    , отсюда полу- 

чим выражение для константы 0C 

 0 1 / /s nL L r   . Таким образом, согласно 

эквивалентной схеме сверхпроводников пере-
ходной процесс на постоянном токе будет 
описываться следующими выражениями: 
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Согласно (3) при выходе на стационар-
ный режим ток в сверхпроводнике будет пе-
реноситься как сверхпроводящими, так и нор-
мальными электронами, причем токи будут 

соответственно равны 0 /

1 /s
s n

r
I

L L





, 

0
1

/

1 /n
n s

r
I

L L





. Данный результат явно проти-

воречит физическим представлениям, по-
скольку ток, носителями которого являются 
нормальные электроны, не может переносить-
ся без потерь энергии. На постоянном токе ток 
в сверхпроводнике должен переноситься ис-
ключительно через сверхпроводящую фазу, 
без потерь энергии, за счет объединения элек-
тронов в так называемые куперовские пары, 
согласно одному из возможных механизмов 
возникновения сверхпроводимости [18–20]. 

Также является физически непонятным 
то, как нормальный ток в сверхпроводнике 
разделяется на две компоненты, причем в од-
ной ветви есть только резистивный элемент, а 
в другой – только реактивный. Кроме того, 
следует отметить, что третье уравнение в си-
стеме (1) или соответствующий ему замкну-
тый контур в эквивалентной электрической 
схеме (рис. 1) являются явно противоречивы-
ми, в чем можно легко убедиться, рассмотрев 
нулевые начальные условия для всех компо-

нент токов при постоянном напряжении ис-
точника питания 0. Для того, чтобы избавиться 
от этого недостатка необходимо в ветви, где 
протекает суммарный транспортный ток доба-
вить магнитную индуктивность L, связанную 
с законом электромагнитной индукции Фара-
дея. Но даже это не будет способствовать тому, 
что снимутся все противоречия, поскольку 
постоянный ток в сверхпроводнике никак не 
может переноситься нормальными электрона-
ми без диссипации энергии. Видимо для того, 
чтобы не демонстрировать указанные суще-
ственные противоречия при постоянном ЭДС 
источника питания, обычно рассматривается 
только лишь переменный ток. Таким образом, 
данная эквивалентная схема не может претен-
довать на описание переходных процессов 
при коммутации постоянного тока и нестаци-
онарных процессов на переменном токе. 

 
 

Эквивалентная электрическая схема 
сверхпроводников согласно  
двухжидкостной модели 

 
На рисунке 2 представлена эквивалент-

ная электрическая схема сверхпроводников, 
которая корректно описывает переходные 
процессы в сверхпроводниках как на постоян-
ном, так и переменном токах во всем диапа-
зоне температур (вплоть до критической Tc) 
при предположении о справедливости 
двухжидкостной модели сверхпроводников.  
В дальнейшем представленную математиче-
скую модель можно будет улучшать, напри-
мер, включив эффекты распаривания куперов-
ских пар. При необходимости это можно 
сделать. На данном этапе считается, что кон-
центрация сверхпроводящих электронов не 
зависит от скорости электронов, а является 
функцией только температуры. Зная эмпири-
ческую зависимость для глубины проникно-
вения магнитного поля от температуры 

    42 2 / 1 /L cT T T     [4, 5], где 2
L  – лон-

доновская глубина проникновения, cT  – кри-

тическая температура сверхпроводника, и вы-
ражение для  2 * 2 2/ 4s sT m c n e   , где *

sm  – 

эффективная масса, e  – заряд электрона, лег-
ко получить зависимость долей концентраций 
сверхпроводящих и нормальных электронов 
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от температуры:   4
/ 1 /s s cn n T T    , 

 4
/ /n n cn n T T   , где sn , nn  – концентра-

ции сверхпроводящих и нормальных электро-
нов, n – концентрация всех электронов прово-
димости. 

 

 
 Rn 

 Is 

 In 

 Ls 

 Ln 

 
 

Рис. 2. Эквивалентная электрическая схема сверх-
проводников 

 

В схеме на рисунке 2 введены так назы-
ваемые инерционные индуктивности в вет-
вях для нормального и сверхпроводящего 
токов – nL  и sL . Инерционные индуктивно-

сти будут учитывать различную динамику 
движения двух «типов» электронов в силу 
того, что они будут подчиняться различным 
микроскопическим уравнениям движения.  
В ветви для нормального тока введено также 
некоторое эффективное сопротивление nR , 

отвечающее за диссипацию энергии вслед-
ствие возбуждения нормальных электронов 
под действием переменного электрического 
поля. На эквивалентной схеме сверхпровод-
ников, представленной на рисунке 2, предпо-
лагается, что сверхпроводящая лента подклю-
чена к внешнему источнику питания. 

Запишем уравнения Кирхгофа для соот-
ветствующих участков схемы на рисунке 2: 
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где r  – внутреннее сопротивление источника 
питания. Из системы (4) получим, что сверх-
проводящий ток подчиняется следующему 
обыкновенному дифференциальному уравне-
нию второго порядка: 
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где введены коэффициент затухания  , квад-

рат собственной частоты 2
0  и эффективная 

внешняя сила sX , ускоряющая сверхпрово-

дящие электроны. Очевидно, что при решении 
уравнения (5) возникают два случая: 

2 2
0 0     и 2 2

0 0    . Рассмотрим случай 
2 2
0 0    , соответствующий апериодическо-

му переходному процессу. В начальный мо-
мент времени нормальный и сверхпроводя-
щий токи равны нулю  0 0sI  ,  0 0nI  . 

Начальные условия для первых производных 
от токов можно получить из системы уравне-
ний (4):   20 /s sI c L  ,   20 /n nI c L  . В этом 

случае зависимости сверхпроводящего и нор-
мального токов от времени будут определять-
ся следующими выражениями, где для 
уменьшения громоздкости введено обозначе-

ние 2 2
0    : 
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Очевидно, что при 1/t   нормальный 

ток  nI t  экспоненциально затухает соглас- 

но (6). Весь ток будет протекать исключи-
тельно через сверхпроводящую фазу и будет 
стремиться к   /I t r . При необходимости 

можно рассмотреть колебательный переход-
ной процесс. 

Для того, чтобы определить ранее вве-
денные коэффициенты nL , sL  и nR , необхо-

димо связать их с микроскопическими пара-
метрами, записав уравнения движения 
нормальных и сверхпроводящих электронов: 

 

     
 

* *

*

/ ,

,

n n n n

s s

m m t e t

m e t

   

 

V V E

V E



           (7) 

 
где nV , sV , *

nm  и *
sm  – скорости и эффектив-

ные массы нормальных и сверхпроводящих 
электронов соответственно,  – время релак-
сации нормальных электронов в сверхпрово-
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дящем материале. Вычтя из первого уравне-
ния второе в (7), получим следующее уравне-

ние  * * */n n n n s sm m m  V V V  . После некото-

рых математических преобразований и 
сопоставления полученного уравнения с тре-
тьим уравнением системы (4) получим следу-
ющие выражения: 

 

*2
2

* *

2

* *
0

4
,

4
, .

nL
n n

n s

L
s n

s n

ml
L c R

S m

l l
L R

S S

 
  

 

  
 
    

        
  (8) 

 

где *S  – эффективная площадь сечения 
сверхпроводящей ленты, по которой проте- 
кает ток. Из (8) следует, что параметры nL , sL  

и nR  изменяются в широком диапазоне (от 

некоторого минимального значения до беско-
нечности) в силу зависимости долей концен-
траций s  и n  от температуры. По этой 

причине в общем случае инерционными ин-
дуктивностями Ln и Ls пренебречь нельзя по 
сравнению с магнитной индуктивностью L. 
Зная коэффициенты (8), можно определить 
коэффициент затухания , собственную часто-
ту 0 , тип переходного процесса ( 2 2

0 0   ): 
 

*
2
0 2 *

*

*

1
,

1
2 1 1

s n

n n s

s n

n n s

mr

R m

mr

R m


 

 

            
             

(9) 

 

и описать переходной процесс на постоянном 
токе, а также нестационарные процессы  
на переменном. Можно рассмотреть асимпто-
тическое поведение нормального и сверх- 
проводящего токов (6) вблизи 0T   и cT T . 

При 0T   получим, что сверхпроводящий  
ток определяется следующей зависимостью 

    2 /
0 / 1 src t L

sI t r e   , а нормальный ток 

тождественно равен нулю. При крити- 
ческой температуре cT T  сверхпроводящий 

ток в любой момент времени равен нулю 
  0sI t  , а нормальный ток описывается  

следующей временной зависимостью  nI t 

  ( ) /( )
0 / 1 n nR r t R

nR r e      . 

На рисунке 3 представлена эквивалент-
ная электрическая схема сверхпроводников  
(в безвихревом состоянии) на основе 
двухжидкостной модели с учетом магнит- 
ной L и инерционных индуктивностей Ln и Ls 
сверхпроводящей ленты при переменных  
токах. 

 

  Rn

 Is

 In 

 Ls 

 Ln 

 L

 
 

Рис. 3. Эквивалентная электрическая схема сверх-
проводников с учетом магнитной L и инерционных 
индуктивностей Ln и Ls при переменных токах 

 

Процессы, протекающие в эквивалент-
ной электрической схеме, представленной на 
рисунке 3, описываются следующими уравне-
ниями: 

 

       
     

2 2

2 2

1/ 1/ ,

1/ 1/ .

n n n n

s s

с LI с L I I t R I t r

с LI с L I I t r

    

   

 

   (10) 

 

Из (10) можно получить однородное 
дифференциальное уравнение второго поряд-
ка для нормального тока, где введены коэф-
фициент затухания  и собственная частота 

0 : 
 

  

2
2

02

4
2

0

2

2 ' 0,

,

( )
2 .

n n
n

n

s n s n

s n n s

s n s n

d I dI
I

dt dt

rR c

LL LL L L

c r L L R L L

LL LL L L

   

 
 

  
 

 

     
(11) 

 

Решая однородное (с нулевой правой  
частью) обыкновенное дифференциальное 
уравнение, в результате для апериодического 
переходного процесса 2 2 2

0 0         по-

лучим зависимости для нормального и сверх-
проводящего токов: 

 

     
2 2 2

0sh /
, 1 ch sh .

t
ts n n

n s
s n s n

c L e t L c R
I t I t e t t

LL LL L L r


                        

   (12) 
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Видно, что после переходного процесса 
нормальный ток затухает, и весь ток пойдет 
через сверхпроводящую фазу, носителями ко-
торой являются куперовские пары. 

Кратко рассмотрим синусоидальное  
изменение ЭДС источника тока   0

i tt e    . 

Тогда в силу линейности системы дифферен-
циальных уравнений (10) токи также будем 
искать в виде гармонического изменения с не-
которым сдвигом фаз   0

i t
n nI t I e  , 

  0
i t

s sI t I e  . Опуская все математические 

выкладки, представим лишь результаты: 
 

   

   

 
   

2 ( )

0

22 2 2
0 0

( /2 )
0

2 22 2 2
0 0

1
,

1 / 2 /

,
1 / 2 /

i t

s

i t
s

n
n

e
I t

r

L e
I t

rL

 

  

 


      

 


       
 

(13) 

 

где сдвиги фаз равны arctg   , 

  2 2
0arctg 2 /      . Зная зависимость 

сверхпроводящего тока и используя уравне-
ние движения сверхпроводящих электронов, 
можно найти изменение электрического поля: 

 

 

   

 

0
2

2 /2

222 2 2
0 0

,
/

1
.

1 / 2 /

s

i t

E t
rc L l

e   


  



 


        
     

(14) 

 

Используя выражения для нормального 
тока (13) и электрического поля (14), можно 
вычислить среднюю за период объем- 
ную мощность тепловыделения в сверх- 
проводнике vq  за счет возбуждения нор- 

мальных электронов под действием перемен-
ного электрического поля    vn nq j t E t 

    *
0 0 0 01/ 2 cos 1/ 2 cos /n nj E I E S     : 

 

   

   

2

v v max

2 22 2
0

2 /

/ 2 ,

n nq q  

       
             

(15) 

 

где максимальное значение объемной мощ- 
ности тепловыделения определяется как 

         2 22 2 2
v 0 0 0max

1 / 2 / / / 2 ,n n sq l L rc        

достигающееся при частоте 0   . 

Более подробный вывод математической 
модели и соответствующий анализ эквива-
лентной электрической схемы для описания 
нестационарных процессов представлен, 
например, в работе [21, 22], где, в частности, 
показано, что пренебрежение инерционными 
индуктивностями приведет к тому, что нор-
мальные электроны в сверхпроводнике не бу-
дут возбуждаться при переменном токе  
(   0nI t  ), что противоречит эксперимен-

тальным фактам [4, 5]. 
 
 

Заключение 
 
Показано, что эквивалентная электри- 

ческая схема сверхпроводников, представлен-
ная, например, в работах [16, 17], приводит к 
различным противоречиям при описании пе-
реходных процессов при коммутации посто-
янного тока, в частности, при выходе на ста-
ционарный режим ток протекает как через 
сверхпроводящую, так и нормальную фазы, 
что явно противоречит экспериментальным 
данным. 

В работе представлена эквивалентная 
электрическая схема сверхпроводников в со-
ответствии с двухжидкостной моделью при 
переменных токах, согласно которой все элек-
троны в объеме сверхпроводящего материала 
условно разделяются на два типа: сверхпрово-
дящие и нормальные. Сверхпроводящие элек-
троны за счет объединения в так называемые 
куперовские пары (согласно одному из меха-
низмов возникновения сверхпроводящего со-
стояния) не испытывают рассеяния, а при воз-
буждении нормальных электронов происходит 
диссипация энергии в виде джоулевых потерь 
при взаимодействии с кристаллической ре-
шеткой. В эквивалентной схеме введены 
инерционные индуктивности для нормальных 
и сверхпроводящих электронов (Ln и Ls), ха-
рактеризующие динамику ускорения двух 
«типов» электронов под действием перемен-
ных электрических полей, и эффективное со-
противление Rn для описания диссипации 
энергии при возбуждении нормального тока. 
Введенные параметры в схеме получены пу-
тем сопоставления макроскопических уравне-
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ний для всей электрической цепи с микроско-
пическими уравнениями движения нормаль-
ных и сверхпроводящих электронов. 

Представленная схема позволяет оцени-
вать среднюю мощность тепловыделения при 
переменном ЭДС источника питания вслед-
ствие возбуждения нормальных электронов.  
В дальнейшем эквивалентная схема сверхпро-
водящего слоя позволит построить эквива-
лентную схему для высокотемпературной 
сверхпроводящей ленты с учетом слоистости 
ее структуры при переменном токе и оценить 
влияние частоты напряжения источника пита-
ния и температуры ВТСП-ленты на распре- 
деление токов в различных слоях, что, в част-
ности, необходимо для корректной оценки ве-
личины силы Лоренца, которая приводит к 
дрейфу вихрей Абрикосова при наличии 
внешнего магнитного поля, и соответственно 
потерь, связанных с вязким движением вихре-
вой решетки. 
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The paper presents for the first time an equivalent electrical circuit of superconductors accord-
ing to a two-fluid model for describing transient processes at direct current and non-stationary 
processes with a harmonic change in the electromotive force (EMF) of a power source.  
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The scheme introduces inertial inductances for normal and superconducting electrons (Ln, Ls) 
and effective resistance Rn due to the excitation of normal electrons under the action of an in-
duced electric field. Significant drawbacks in the equivalent electrical circuit of superconduc-
tors proposed by other authors are also indicated. The equivalent electrical circuit introduced 
in the paper makes it possible to describe all transient processes at direct current, as well as to 
obtain the dependences of normal and superconducting currents, electric field on time and 
heat dissipation power in a superconductor when normal electrons are excited depending on 
frequency and temperature. 
 
Keywords: superconductivity, high-temperature superconductivity, HTS, two-fluid model, nor-
mal electrons, superconducting electrons, alternating current, equivalent electrical circuit, inertial 
inductances for superconducting and normal electrons. 
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